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Matematika menurut sifatnya merupakan ratu dan sekaligus sebagai pelayan ilmu, maka 
sebagai ratu matematika mempunyai struktur yang sistematis dan logis tidak dapat 
dipengaruhi oleh ilmu yang lain, sedangkan sebagai pelayan matematika menyediakan alat 
yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persoalan-persoalan pada ilmu-ilmu yang lain. 
Buku ini ditekankan pada cara berpikir sistematis dan logis, di samping menyajikan 
aplikasinya pada kehidupan sehari-hari.  Dengan karakteristik ini diharapkan setelah 
mempelajari buku ini siswa dapat berpikir secara sistematis dan logis untuk mengambil 
kesimpulan.

Buku ini disusun sesuai dengan kurikulum yang berlaku dan dengan harapan dapat 
mengembangkan keragaman potensi, minat, kecerdasan intelektual, emosional, spritual, 
dan kinestetik siswa secara optimal sesuai dengan tingkat perkembangan siswa tersebut. 
Beberapa keunggulan buku matematika ini adalah sebagai berikut.
1. Materi disajikan secara sederhana, sistematis, inspiratif, dan realistis. Siswa diajak 

berpikir logis dan melihat aplikasi matematika dalam kehidupan sehari-hari.
2. Untuk mempermudah pemahaman konsep materi, buku ini dilengkapi dengan c o n t o h  

soal dan penyelesaian. Selain itu, soal-soal pelatihan disajikan dalam berbagai bentuk 
untuk meningkatkan kemampuan daya pikir, analisis, komunikasi, dan kreativitas.

3. Buku ini dilengkapi dengan math info dan teka-teki matematika.Dengan 
demikian diharapkan dapat membangkitkan rasa ingin tahu, perhatian, dan 
minat dalam mempelajari matematika.

4. Buku ini disusun dengan memenuhi kaidah-kaidah tipografi, tata letak, dan 
pewarnaan yang memenuhi standar “Human Computer Interactive”. Hal ini dimaksudkan 
untuk merangsang minat dalam membaca dan mempelajari materi.

Buku matematika ini peduli dengan proses pendidikan yang dapat diterima dengan baik oleh 
semua kelompok siswa; kelompok normal (novice), kelompok sedang (intermediate), dan 
kelompok tinggi (advance). Buku ini berusaha menjadi sarana penunjang yang baik demi 
kemajuan pendidikan Indonesia.
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Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Allah SWT, berkat rahmat dan karunia-Nya,
Pemerintah, dalam hal ini, Departemen Pendidikan Nasional, pada tahun 2009, telah membeli
hak cipta buku teks pelajaran ini dari penulis/penerbit untuk disebarluaskan kepada
masyarakat melalui situs internet (website) Jaringan Pendidikan Nasional.

Buku teks pelajaran ini telah dinilai oleh Badan Standar Nasional Pendidikan dan telah
ditetapkan sebagai buku teks pelajaran yang memenuhi syarat kelayakan untuk digunakan
dalam proses pembelajaran melalui Peraturan Menteri Pendidikan Nasional Nomor 9 Tahun
2009 tanggal 12 Februari 2009.

Kami menyampaikan penghargaan yang setinggi-tingginya kepada para penulis/
penerbit yang telah berkenan mengalihkan hak cipta karyanya kepada Departemen Pendidikan
Nasional untuk digunakan secara luas oleh para siswa dan guru di seluruh Indonesia.

Buku-buku teks pelajaran yang telah dialihkan hak ciptanya kepada Departemen
Pendidikan Nasional ini, dapat diunduh (down load), digandakan, dicetak, dialihmediakan,
atau difotokopi oleh masyarakat. Namun, untuk penggandaan yang bersifat komersial harga
penjualannya harus memenuhi ketentuan yang ditetapkan oleh Pemerintah. Diharapkan bahwa
buku teks pelajaran ini akan lebih mudah diakses sehingga siswa dan guru di seluruh Indone-
sia maupun sekolah Indonesia yang berada di luar negeri dapat memanfaatkan sumber belajar
ini.

Kami berharap, semua pihak dapat mendukung kebijakan ini. Kepada para siswa kami
ucapkan selamat belajar dan manfaatkanlah buku ini sebaik-baiknya. Kami menyadari bahwa
buku ini masih perlu ditingkatkan mutunya. Oleh karena itu, saran dan kritik sangat kami
harapkan.

Jakarta, Juni 2009
Kepala Pusat Perbukuan
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Matematika menurut sifatnya merupakan ratu dan sekaligus sebagai pelayan ilmu,
maka sebagai ratu matematika mempunyai struktur yang sistematis dan logis tidak dapat
dipengaruhi oleh ilmu yang lain, sedangkan sebagai pelayan Matematika menyediakan alat
yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persoalan-persoalan pada ilmu-ilmu yang lain.
Buku ini ditekankan pada cara berpikir sistematis dan logis, di samping menyajikan aplikasinya
pada kehidupan sehari-hari. Dengan karakteristik ini diharapkan setelah mempelajari buku
ini siswa-siswa dapat berpikir secara sistematis dan logis untuk mengambil kesimpulan.

Di dalam setiap awal bab buku ini disajikan tujuan yang hendak dicapai dalam
mempelajari pokok bahasan yang bersangkutan dan informasi beberapa syarat yang
diperlukan. Penjelasan materi disajikan secara singkat dengan menyertakan beberapa bukti
dari sifat atau teorema yang dipandang perlu. Untuk mempermudahkan pemahaman konsep,
disajikan juga pembahasan satu atau beberapa contoh soal. Di akhir setiap bab disajikan
rangkuman, math info, dan uji kompetensi sebagai evaluasi bagi siswa di dalam memahami
suatu konsep. Sebagai refleksi terhadap tingkat penguasaan konsep, setelah mengerjakan uji
kompetensi siswa dapat melihat kunci jawaban untuk mengetahui tingkat penguasaan.

Pada kesempatan ini penulis mengucapkan banyak terima kasih kepada semua pihak
yang membantu penerbitan buku ini. Semoga buku ini mampu memberikan motivasi belajar
bagi Anda dan nilai tambah bagi para pemakainya. Kritik dan saran kepada penulis akan
diterima dengan senang hati dan akan penulis perhatikan untuk perbaikan pada edisi
berikutnya.

            Surakarta, April 2008

            Penulis

Kata Pengantar



Tujuan Pembelajaran
Tujuan pembelajaran mencakup kemampuan dasar yang diharapkan Anda miliki setelah
membaca materi pada bab yang bersangkutan.

Pengantar
Pada bagian awal bab dimulai dengan pengenalan masalah nyata (contextual proplem) dari
materi yang akan dipelajari. Hal ini dimaksudkan untuk memotivasi Anda tentang pentingnya
materi yang akan dipelajari.

Materi Bahasan
Meskipun matematika sendiri bersifat deduktif, namun pembelajarannya dapat menggunakan
metode induktif. Oleh karena itu agar mudah Anda ikuti, materi bahasan dideskripsikan
secara induktif, diawali dari kajian hal yang konkrit ke abstrak, dari sederhana ke kompleks,
dan dari mudah ke sulit. Dengan metode ini Anda diharapkan dapat menemukan sendiri
konsep, sifat, aturan, atau rumus dalam matematika. Meskipun masih dimungkinkan dengan
bimbingan guru.

Contoh dan Pemecahan Masalah
Untuk membantu Anda memahami konsep, sifat, aturan, dan rumus yang telah dikaji dalam
materi bahasan, diperlukan  contoh soal pemecahan masalah.  Contoh soal pemecahan
masalah dalam buku ini dibedakan menjadi dua yaitu: mencari nilai suatu besaran yang
tidak diketahui yang memenuhi syarat yang ditetapkan dalam soal, dan membuktikan
kebenaran atau ketidakbenaran suatu pernyataan.

Soal Latihan
Sebagai evaluasi proses belajar Anda dalam menguasai materi bahasan, pada setiap akhir
sub-bab diberikan latihan soal yang sajikan secara bergradasi. Latihan ini juga untuk melatih
kecermatan, keakuratan dan kecepatan siswa dalam memecahkan masalah.

Soal Analisis
Soal ini bersifat masalah kontekstual yang berkaitan dengan permasalahan di dunia nyata.
Hal ini bertujuan membantu Anda berpikir kritis, yang ditandai dengan keterampilan siswa
memahami masalah, memilih pendekatan atau strategi pemecahan, menyelesaikan model
matematika yang diperoleh, serta bagaimana menafsirkan solusi terhadap masalah semula.

Tugas Mandiri
Sesuai namanya tugas ini untuk mengevaluasi sejauh mana Anda secara mandiri dapat
memecahkan masalah. Soal-soal untuk Tugas Mandiri bersifat terbuka, sehingga Anda dapat
mencari jawaban atau strategi penyelesaian yang bervariasi. Tugas ini mendorong Anda
untuk memperoleh informasi lebih lanjut dari berbagai sumber lain seperti internet, buku,
atau artikel.

Petunjuk Penggunaan Buku
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Tugas Kelompok
Tugas ini diberikan dengan tujuan untuk melatih Anda berdiskusi, bekerjasama dan
berkomunikasi dengan teman Anda. Tugas dapat berbentuk gagasan tertulis, dengan
menggunakan narasi, tabel, dan diagram serta lisan.

Math Info
Merupakan informasi tentang matematika untuk meningkatkan cakrawala pengetahuan yang
relevan dengan materi bahasan yang bersangkutan.

Rangkuman
Merupakan kumpulan konsep kunci bab yang dinyatakan dengan kalimat ringkas dan
bermakna, serta memudahkan Anda untuk memahami isi bab.

Uji Kompetensi
Untuk setiap materi bahasan diakhiri dengan uji kompetensi. Uji kompetensi terdiri atas
soal-soal pemecahan masalah, untuk mengevaluasi sejauh mana kompetansi siswa terhadap
pemahaman konsep, penggunaan sifat, aturan dan rumus matematika dalam pemecahan
masalah yang berakitan dengan materi bahasan. Selain itu soal-soal Latihan Uji Kompetensi
diharapkan dapat melatih ketrampilan Anda untuk meningkatkan kemampuan dalam
pemecahan masalah.

Aktivitas Proyek
Merupakan kegiatan untuk mengaktifkan serta meningkatkan kreativitas dan kemampuan
motorik Anda. Sajian materi memuat tugas observasi, investigasi, eksplorasi, inkuiri atau
hands-on activity.

Teka-Teki Matematika
Teka-teki matematika bersifat recreational mathematics dan bertujuan menimbulkan minat Anda
untuk mengkaji lebih jauh tentang matematika.

Latihan Ulangan Umum Semester
Latihan Ulangan Umum Semester terdiri atas soal-soal pemesahan masalah yang meliputi
seluruh materi bahasan dalam kurun waktu satu semester atau satu tahun. Terdapat dua
jenis soal yang disajikan dalam latihan ulangan umum semester ini, yaitu soal berbentuk
pilihan ganda, dan soal berbentuk uraian terstruktur. Soal-soal ini dipersiapkan untuk
digunakan sebagai pelatihan Anda dalam menghadapi ulangan umum semester maupun
ulangan akhir tahun.

Glosarium
Merupakan kumpulan istilah penting beserta penjelasannya yang dilengkapi dengan nomor
halaman kemunculan istilah dan disajikan secara alfabetis.

Indeks
Merupakan kumpulan kata penting, antara lain objek Matematika, nama tokoh atau
pengarang, yang diikuti dengan nomor halaman kemunculan dan disajikan secara alfabetis.
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��������������
��

#��
����������

�����	� ��&�&
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( ) 1
( )

( ) 36

n A B
P A B

n S

∩
∩ = = �

#���������
��
���
�������
�
���
���
������

1 1 5

36 6 36
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RUMUS-RUMUS
TRIGONOMETRI���

BAB

Tujuan Pembelajaran
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2� 2 2 2 2(cos sin ) (cos sin ) 2(cos cos sin sin )a a b b a b a b+ + + − +

2�2 2(cos cos sin sin )a b a b− + �������������������������������������������������������������������������������������������0���1
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x y x y
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cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = − �
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cos( ) cos cos sin sina a a a a a+ = −

�������������������� 2 2cos 2 cos sina a a= − ��������������������������������������������������0����1
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5������ 2 2cos sin 1a a+ = ��	������	���������
����
����
���
�����������


�������������������������������������������������

2

2

cos 2 2cos 1

cos 2 1 2sin

a a

a a

= −

= −
����������������������������������������0����1
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���	���0��#1�����0��%1��
���	�	
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sin( ) sin cos cos sina b a b a b+ = + ������������
tan tan

tan( )
1 tan tan

a b
a b

a b

+
+ =

−
(
����
����	�
����2����	����������

�������

������������������������������������������������� sin 2 2sin cosa a a= ��������������������������������������0����1

���

��������������������������������������������������� 2

2 tan
tan 2

1 tan

a
a

a
=

−
��������������������������������������������0����1

5�������
�����
���	����
�����
1 1

2 2
a a a= + ��	�����������������
� ��	�� ��	����
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2 21 1
2 2

2 1
2

2 1
2

cos cos sin

        2cos 1

        1 2sin

= −

= −

= −

a a a

a

a

���������������������������������������������� 1 1
2 2sin 2sin cos=a a a ������������������������������������������0����1

�

1
2
2 1

2

2 tan
tan

1 tan
=

−
a

a
a

+��������	���0����1��0����1������0����1�����
�������6��

�� 3sin 3 4sin 3sina a a= − +
�� 3cos 3 4 cos cosa a a= −

Tugas Mandiri
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o o o osin120 sin 2(60 ) 2sin 30 cos30= =
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2 2 22 3 3= ⋅ =⋅
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o 2 ocos135 2cos 67 30 ' 1= −

����
2 o o 1

2
1 1 1cos 67 30 ' (1 cos135 ) (1 2) (2 2)2 2 4= + = − = −
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o 1cos 67 30 ' 2 22= − �

�
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(
��� sin 4 5a = ��0���
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���sin 2a ��� cos 2a "�� 1tan 2 a
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��� sin 4 5a = �����������
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	�����
���
������� cos 3 5a = − ����

tan 4 3a = − ���
������	��������

���sin 2 2sin cosa a a= 4 3 24
2

5 5 25
= ⋅ ⋅ − = − �

���

2 2
2 2 3 4 7

cos 2 cos sin
5 5 25

a a a= − = − − = −   
      

�

"��

1 2sin 5521 22 1 1cos 552
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sin cos

W
F

µ
µ θ θ

=
+

������� θ � ������������������ ����������������� ���
������
���������������� µ � ������

�������������&
�
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��� 3µ = ������
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θ  

W 
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������� ��2

5������ ����������� ��������� 	���� ����� 3� ����� 	
�
	�	� �
��
��� 
�������

sin cosµ θ θ+ = � 3 sin cosθ θ+ ��
��
����	���
	�	��09����
�*1

9
�������
3

tan 3
1

α = = � 0
�	���
�������������&
�
��� �
��������������&
�
��

���
���1�����
������
���
����������6��
3

sin
2

α = ������� cos
2

1
α = ��>
��
� tan 3α =

�

����
�������
o60α = ��+��������	
�
���

cos 3 sin 2 cos cos 2sin sinθ θ α θ α θ+ = +
� 2cos( )θ α= −

� o2 cos( 60 )θ= −

5�������
��
�������������
� cos x ���������������������
������� 0x = ��	���� o2 cos( 60 )θ −

	���
	�	��
��
��� o60 0θ − = �� �����	�	���
���� o60θ = �� (��
�� ����� ����� ����

�

��������������	����
�������� ��������� ����"
��	����
���	����
��
�
� ���
� �����

	�	������������� o60θ = ���������
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��
o o4sin 22 30 'cos 22 30 ' ��

o

2 o

2 tan15

1 tan 15−

��
2 2

3 3
sin cosπ π− �� o o otan 25 sin 50 cos 50+

"�
o 2 o2 tan15 cos 15

�� >������������������
����������
������������@

�� sin 4a "� tan 4a

�� cos 4a

�� +
������
� tan 3 4a = ������� sin 5 13b = − ��������"

���������	
�����
��������

�� sin( 2 )a b+ "� tan( 2 )a b−

�� cos 2( )a b−

�� =�������&����� 3 2a a a= + ��������	�	����
����
����
�������
����

�� 3sin 3 3sin 4sina a a= − "�

3

2

3 tan tan
tan 3

1 3 tan

a a
a

a

−
=

−
��

2cos 3 4cos 3cosa a a= −

�� (
��� 1
2tan x p= ���
��������

�� cos x "� sin 2x

�� sin x

�	���� ��
�� 	����� �� �
��
�� ��	�
	� 	����� ���� ������
	� ���	���
�� 

	�
�������
	�

!� (2cos 1)(2 cos 1) 2 cos 2 1z z z− + = +

#�
cos sin 1 sin 2

tan( )4 cos sin cos 2

a a a
a

a a a
π + +

+ = =
−

$� '���
����� 2 2

sin 2
cot( ) cot( )

cos cos

a
a b a b

b a
+ + − =

−
�

%� �
	
�������������
�������
��������������������
���
���������
����	���

1( ) 10 sin(5 ) cos(5 )2s t t tπ π= +

����������
���������	�����
	���������������	����
���5�
���������	�	
����

�
	
������ ��������*
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( ) cos( )s t A kt θ= +

��������.��������θ ���������������
��8������������6�����
�
�
����	����
���
���

���
����	���
��������������	��
�����������������������
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�� 2( ) 5 10sin 2s t t= − �� ( ) 4sin( 6 )s t t π= −

��� �	
	����
����������	������ ����	�
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sin( ) sin cos cos sina b a b a b+ = +

sin( ) sin cos cos sina b a b a b− = −
(
���������������������
������
���������	���
�
��
�����	������������
�������������
	����������
���
�������

sin( ) sin( ) 2sin cosa b a b a b+ + − =

sin( ) sin( ) 2cos sina b a b a b+ − − =
����

���������������������������

sin cos (sin( ) sin( ))

1
cos sin (sin( ) sin( ))

2

1

2
= + + −

= + − −

a b a b a b

a b a b a b
�������������������������������0���!1

+������"�����������	������
���	���

cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = −

cos( ) cos cos sin sina b a b a b− = +
�
���
���������	��

���������������������������������

1
cos cos (cos( ) cos( ))

2
1

sin sin (cos( ) cos( ))
2

= + + −

= − − +

a b a b a b

a b a b a b
��������������������������������0���#1

������� �����

>��������������
���	������������
�
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�� o o2sin 52 30 'cos 7 30 '

��
o ocos 52 30 'cos 7 30 '
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o o2sin 52 30 'cos 7 30 '
o o o osin(52 30 ' 7 30 ') sin(52 30 ' 7 30 ')= + + −

o osin 60 sin 45= +

�
1

( 3 2)
2

= +

�� +��������	���0���#1������
����	����
���
������

o ocos 52 30 'cos 7 30 ' ( )o o o o1
cos(52 30 ' 7 30 ') cos(52 30 ' 7 30 ')

2
= + + −

o o1
(cos 60 cos 45 )

2
+=

1
(1 2)

4
= +

�

�������
�����
�
��������������
��	
�������
�����	� ������� ��������� �
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��
o o osin 84 tan 42 cos84+ �� 2 cos( ) sin( )

4 4
x x

π π
+ −

��	
����
�
	�
�� +��������	���0���!1������
����	������	������
������������������	��
�������

���
������
���
�������

o o osin 84 tan 42 cos84+
o

o o o
o

sin 42
2sin 42 cos 42 cos84

cos 42
= +�

�� o o22sin 42 cos84= +
�� 2 o 2 o2sin 42 1 2sin 42= + −
�� 1=

(��
��
o o osin 84 tan 42 cos84 1+ = �
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2cos( ) sin( )
4 4

x x
π π

+ − sin ( ) ( ) sin ( ) ( )
4 4 4 4

x x x x
π π π π

= + + − − + − −   
      

� sin 2 sin
2

x
π

= −

� sin 2 1x= −

(��
��2 cos( ) sin( ) sin 2 1
4 4

x x x
π π

+ − = − �

�

�� �����������������������
����������
� ��	������������
�
���
������������
���@

�� 3sin sinx y

�� 4cos( ) sin( )x y x y+ −
"� cos( ) cos( )a aπ π+ −

�� 2 cos( ) sin( )4 4x xπ π+ −

�� 2sin( ) sin( )a b c a b c+ − + −
�� A
���������
��
����
�

�� o osin 50 sin 40 o ocos 95 cos85−

�� o o o ocos 40 cos 20 sin 70 sin 50−

"� o o o ocos 75 sin15 sin 75 cos15+
�� 8���������
��
�	���
	�	�����	
�
	�	����
����
�
�&����
����
����

�� ( ) 2cos( ) cos( )4 4f x x xπ π= + −

��
3 3( ) 3sin( ) sin( )4 4g x x xπ π= + −

�� 8����������	����������������
����	�����
�������

�� sin 32 sin 96 sin16 sin 48 sin 8 sin 24x x x x x+ + +�
�� cos cos 3 cos 2 cos 6 cos 4 cos12x x x x x x− + −�

�� +
������
� ABC∆ � �
�� �
��� �
� +� ���� �������� ��������

sin( ) sin( ) 1A B A B+ + − = ��8�����������������������������/�

Latihan  3.3



��������������������������	
����
��	 115

��! �	
	���
�����
��
�� �	
�����������������	���	�	�

)�������
���������	�����
���������	�	����
�������	
�����	���
�����
����
���
�������
�������
����

sin( ) sin( ) 2sin cosp q p q p q+ + − =
sin( ) sin( ) 2 cos sinp q p q p q+ − − =
os( ) cos( ) 2cos cosc p q p q p q+ + − =

cos( ) cos( ) 2sin sinp q p q p q− − + = �

(
����
����	�
�� a p q= + ����� b p q= − ��	���

1
2 ( )p a b= + ������ 1

2 ( )q a b= −
+������	������
���
����������$�����4�
�
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������������
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1 1
2 2sin sin 2sin ( ) cos ( )a b a b a b+ = + −
1 1
2 2sin sin 2cos ( ) sin ( )a b a b a b− = + −
1 1
2 2cos cos 2 cos ( ) cos ( )a b a b a b+ = + −
1 1
2 2cos cos 2sin ( ) sin ( )a b a b a b− = − + −

������������� �
���
�����
���

sin sin
tan tan

cos cos

a b
a b

a b
+ = +

�
sin cos cos sin

cos cos

a b a b

a b

+
=

� 1
2

sin( )

(cos( ) cos( ))

a b

a b a b

+
=

+ + −

�
2sin( )

cos( ) cos( )

a b

a b a b

+
=

+ + −
(��
�

tan tana b+
2sin( )

cos( ) cos( )

a b

a b a b

+
=

+ + −

+������"�������������
����
���
�������

sin sin
tan tan

cos cos

a b
a b

a b
− = −

��
sin cos cos sin

cos cos

a b a b

a b

−
=

�� 1
2

sin( )

(cos( ) cos( ))

a b

a b a b

−
=

+ + −

��
2sin( )

cos( ) cos( )

a b

a b a b

−
=

+ + −
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tan tana b−
2sin( )

cos( ) cos( )

a b

a b a b

−
=

+ + −

������� ��!��

8��
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����
�

��
o osin 75 sin15+ "� o otan105 tan15+

��
o ocos 75 cos15−

��	
����
�
	�
.�����	��������
�������� ���������	
�
��������"���
��� ����
������	�� ��	���
���

����	���� 0���$1�� ����������������	����6��� ���������������
���	��&������� ��	��
0���%1�����0���71�

��� o osin 75 sin15+ o o o o1 1
2 22sin (75 15 ) cos (75 15 )= + −

o o2sin 45 cos 30=
1 12 2 32 2= ⋅ ⋅

1 62=

���
o ocos 75 cos15− o o o o1 12sin (75 15 )sin (75 15 )2 2= − + −

o o2sin 45 sin 30= −
12 22= − ⋅ ⋅

1 22= −

"��
o otan105 tan15+

o o

o o o o

2sin(105 15 )

cos(105 15 ) cos(105 15 )

+
=

+ + −
o

o o

2sin120

cos120 cos 90
=

+

1
2

1
2

2 3

0− +
⋅=

2 3= −
�

������� ��!��

'���
�������6������	� ABC∆ ���������

tan tan tan tan tan tanA B C A B C+ + = ⋅ ⋅

0���71
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+���	� ABC∆ ��������

o180A B C+ + = �������� o180A B C+ = − �

���
����
otan( ) tan(180 ) tanA B C C+ = − = − �

+
�

������
������
���	����������

tan tan
tan( )

1 tan tan

A B
A B

A B

+
+ =

−
������������ ( )tan tan tan( ) 1 tan tanA B A B A B+ = + −

��
�������

( )an tan tan tan( ) 1 tan tan tant A B C A B A B C+ + = + − +
���� ( )tan 1 tan tan tanC A B C= − − +
���� ( )tan 1 tan tan 1C A B= − − −
���� tan tan tanA B C=

�

������� ��!��

A
����������	�������
�������������
����	�������

sin sin( ) sin( 2 )a a b a b+ + + + +�
��	
����
�
	�

9
������� nS ����������	����������������
����	��

nS sin sin( ) sin( 2 ) sin( ( 1) )a a b a b a n b= + + + + + + + −�

���� �������������
����
��	�������� �
��
��� ���
�� &����
� ��	������������ ��������
��	���A���
�
���
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��������
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�
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� �����	����������� &������
�����
���� ������� 2sin 2
b

�

���
�����

2sin sin2
b a cos( )             cos( )2 2

b ba a= − − +

2sin sin( )2
b a b+ 3cos( )             cos( )2 2

b ba a= + − +

2sin sin( 2 )2
b a b+ 3 5cos( )            cos( )2 2

b ba a= + − +

�����                    �                                � �

2sin sin( ( 1) )2
b a n b+ − ( ) ( )3 1cos ( ) cos ( )  2 2a n b a n b= + − − + −

������3

2sin 2
b

nS ( ) ( )1 1cos ) cos ( )  2 2a b a n b= − − + −

1 1

2 2 2 2
( ) ( )

2sin sin
2 2

b ba a n b a a n b− + + − − − − −
= −

1
2sin sin

2 2

n n
a b b

−
= +   

      
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( )
( ) ( )2

2

sin 1sin 2sin

n

n b

b nS a b−= ⋅ +

�

�� 8��
��	��������������������������������������������
��
����
�

��
o ocos105 cos15+ ��

o ocos 75 sin 75+

��
o osin105 sin15− ��

o o ocsc10 csc50 csc 70+ −

"�
o otan 52 30 ' tan 7 30 '− &�

o otan165 tan15+
�� >�������� ������
����
����
������� ����������
����

�� sin sin 3x x+ �� cos sina x b x+
�� cos cos 3x x− �� cos 2cos 2 cos 3x x x+ +
"� cos( 2 ) cos( 2 )2 2x xπ π+ − − &� sin sin 2 sin 3 sin 4x x x x+ + +

�	������
��	��������
��
����	�
	�	��������������
	����	���
��

	���������
	�

��
sin 2 sin 2

tan( )
cos 2 cos 2

a b
a b

a b

−
= −

+

�� tan tan tan( ) tan tan tan( )a b a b a b a b+ − + = − ⋅ ⋅ +

�� (
���
o90a b c+ + = ������
�������6�� tan tan tan tan tan tan 1a b b c c a+ + = �

�	������
��	��������
��
����	�
	�	��������������
	��
� 
��
�
�� ABC∆
����
������	���
��

	���������
	�

!� 1 1 1
2 2 2cos cos cos 1 4sin sin sinA B C A B C+ + = +

#� sin 2 sin 2 sin 2 4 cos cos sinA B C A B C+ − =

$� 2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C+ + = −
�7� 8��
��	��������������������������������������
�������6��

���
o o ocos80 cos 40 cos 20 0+ − =

���
o o o o 1

sin10 sin 30 sin 50 sin 70
16

=

��� A
���������7�����������
����	�����
����������
����

���sin sin 3 sin 5 sin(2 1)a a a n a+ + + + − +� � �

��� cos( ) cos( 2 ) cos( 3 ) cos( )a x a x a x a nx+ + + + + + + + +� � �
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�� cos( ) cos cos sin sina b a b a b− = +

�� cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = −

"� sin( ) sin cos cos sina b a b a b+ = +

�� sin( ) sin cos cos sina b a b a b− = −

��
tan tan

tan( )
1 tan tan

a b
a b

a b

+
+ =

−

&�
tan tan

tan( )
1 tan tan

a b
a b

a b

−
− =

+
�� ;�	�����
����	���
�������������

�� 2 2cos 2 cos sina a a= −
�� 2cos 2 2cos 1a a= − ������� 2cos 2 1 2sina a= −
"� sin 2 2sin cosa a a=

�� 2

2 tan
tan 2

1 tan

a
a

a
=

−
�� ;�	���
�����
����
�����������
����

�� 1
2sin cos (sin( ) sin( ))a b a b a b= + + −

�� 1
2cos sin (sin( ) sin( ))a b a b a b= + − −

"� 1
2cos cos (cos( ) cos( ))a b a b a b= + + −

�� 1
2sin sin (cos( ) cos( ))a b a b a b= − − +

�� ;�	�����	�����������
�
������������

�� 1 1
2 2sin sin 2sin ( ) cos ( )a b a b a b+ = + −

�� 1 1
2 2sin sin 2cos ( ) sin ( )a b a b a b− = + −

"� 1 1
2 2cos cos 2cos ( ) cos ( )a b a b a b+ = + −

�� 1 1
2 2cos cos 2sin ( ) sin ( )a b a b a b− = − + −

�� tan tana b+
2sin( )

cos( ) cos( )

a b

a b a b

+
=

+ + −

&� tan tana b−
2sin( )

cos( ) cos( )

a b

a b a b

−
=

+ + −
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2 23 336 cot ( csc )2 2S sh s sθ θ= − +

����������������
��������
�
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���	������,���������
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�����
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	�	���������������
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�� (
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1      3      5      7      9 

11   13    15    17    19 

21   23    25    27    29 

31   33    35    37    39 

41   43    45    47    49 

51   53    55    57    59 

2      3      6      7     10 

11   14    15    18    19 

22   23    26    27    30 

31   34    35    38    39 

42   43    46    47    50 

51   54    55    58    59 

4      5      6      7     12 

13   14    15    20    21 

22   23    28    29    30 

31   36    37    38    39 

44   45    46    47    52 

53   54    55    60     

                   D                                                    E                                                  F 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8      9     10    11    12 

13   14    15    24    25 

26   27    28    29    30 

31   40    41    42    43 

44   45    46    47    56 

57   58    59    60     

16   17    18    19    20 

21   22    23    24    25 

26   27    28    29    30 

31   48    49    50    51 

52   53    54    55    56 

57   58    59    60     

32   33    34    35    36 

37   38    39    40    41 

42   43    44    45    46 

47   48    49    50    51 

52   53    54    55    56 

57   58    59    60     
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Teka-Teki Matematika
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�
� x ∈� �
�� 6��
����/�*/+��/�*$+��/�*8�+������/�*
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�� 7�	�����������
��"��
�� 6��
��������������
��"��
������������	

�� 2��
���	��������
�"�����
���
���� 2( ) 6f x x x= − + + �����
����

/�*/+�9�#�

������� 2(3) 3 3 6 0f = − + + = �

������� 2( ) 6f a a a= − + + �
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2 1 , untuk  2

( ) 4 , untuk  2 3 

1   , untuk 3 

x x

f x x x

x x

− <

= − ≤ ≤
+ >





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�� 2( )( ) ( ) ( ) 2fg x f x g x x x= = + � ������� ������� ����� fg f gD D D= ∩ =
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f gD D D= ∩ = �{ }| 2x x∈ > −� �

 �

�� .
���/�*�+�9���<�!��������*�+�9����8����<�������������
������
����
����������������
�����"��

�� �/ �� /�

�� /�;�� �� f g

�� �/�<�� �� *�/�G���+

�� 1��������
�
����������
�"�����
���
�����
������/�;����/������� f g �
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( )(1) ( )(3)
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7�	��������
����	�
��������
� g f� �

������������	
2��
��
����	�
������
�������
���
������

( )(1) ( (1)) ( )

( )(2) ( (2)) ( )

( )(3) ( (3)) ( )

( )(4) ( (4)) ( )

g f g f g c r

g f g f g c r

g f g f g b q

g f g f g d q

= = =

= = =

= = =
= = =

�

�

�

�

2
����	�
����������� g f� �������

���������������
��
��� ,�

 �
������� �����

E����
�/����������
�� ����� ��
��	����������
/�*�+��9���8����������*�+�9���

<����������	��������� g f� �

������������	
2���������������	
��
�
�

* g f� +*�+�9��*/�*�++�9��*��8��+�9�*��8��+��9����8�#��G�'
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������� ����$
2
�����
�/���������������
	
�����
���������������������
����

/��9�:*/���+��*����+��*��� +;
��9�:*����+��*��� +��* ��#+��*!��$+;

<�������� g f� �����* g f� +�*�+�

������������	
2������	����
����������
��������

g f� �9�:*/��+��*�� +��*��#+;�

���
����

* g f� +�*�+�9��*/�*�++�9��* +�9�#�

 �

2
����
���������������	
��������������	�	����
�������-���
����

��	
��
�
������
�����
��������
��
���"�
����
����/&�������#���	��������������

) ( )( f g h f g h=� � � �

����� -�����
���� )� ������ "
����� �������� ��

��� )� �������%�
�������
�

?��
���� 
�
� ������
���
������
� ������
�� �������������	�����
���	
����
�����
� �
��
�����	
��
�
�"���
������
��,�
��

�������"�����
��������������
���
�
�
���	
��
�
������
��,������
����������
��
�
����-���
������	�����������
���


�
���
����
������
����

������� ����+

2
������
������
��/�������
����� ���������*�+�9���8�!�
<�������������
�/���
���

�� ( )g f� *�+�9� ��G��

�� 2( )( ) 3f g x x x= +�

������������	
�� 2��
���	�����	
��
�
������
��
���
������

( )g f� *�+�9��*/�*�++�9� ��G���9�* ��G�#+�8�!

.��
���/�*�+�9� ��G�#�� x ∈� �
�� 2������
�
��

���	
��
�
������
��
���
������

2 2( )( ) ( ( )) 3  ( 5) 13( 5) 40f g x f g x x x x x= = + = − + − +�

.��
��� 2( ) 13 40f x x x= + + �� x ∈� �

 �
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2
����
���� ������� ����	
�������� ������	���������� ��	��� nf � � �
��
��

0 ( ) ( 1)f x x x= + �� 1 0n nf f f+ = � �������
�9�/������������

�� 2
������
������
�/��� A B→ ��������B C→ �"�����
���������������
����	����
����

�
��
�� � ,7

�� <�������� ( )( )g f a� �� ( )( )g f b� �� ( )( )g f c� ����� ( )( )g f d� �

�� <����������������������������������
�����
� g f� �

�� 2
������
���9�:�&�0&��&��&��;�������
�/�������
������"�����
��������������

/��9�:*�&�0+��*0&��+��*�&��+��*�&��+��*�&��+;

��9�:*�&��+��*0&��+��*�&�0+��*�&��+��*�&��+;

�� <�������� ( )( )g f p� �� ( )( )g f r� � ( )( )g f s� ������ ( )( )g f t� �

�� <����������������������������������
�����
� g f� ���� f g� �

�� 2
������
� ( ) 2f x x= − �������*�+�9���G�$��������������
�
���	
��
�
������
����
���

������������������"��

�� f g� �� f f�

�� g f� �� g g�

 � .
����������
�����
�����h f g= � ���
�����#�������������
�����
0

!� .
����������
�����
������ h f g= � ���
�����#�������������
�����
�0�?���
	�����
��

/�����
�0�?���
	�����
���/�����
0

Tugas Kelompok
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#� 2
������
�/�*�6�9����8� ������*�+�9����;�
 �.
��� g f f g=� � ������������
��
�
�

$� 2
������
�/��� →� � ���������� →� � �����������*�+���
���

�� �/�*�+�9���8������� 2( )( )  3 2f g x x= +�

�� 2( ) 5f x x= + ����� 2( )( )  2 6f g x x x= − +�

&� 2
������
�/��� →� � ���������� →� � ����������/�*�+���
���

�� �*�6�9���G������ 2( )( )  3 4f g x x x= +�

�� �*�+�9����8�������� 3( )( )  1f g x x= +�

�� �*D+�9� ( ) 1 1/g x x= − �����
1

( )( )  
2

x
f g x

x

+
=

−
�

 ��0 ��5�
��"
����
,�����
���������
�/�����
����
�


�
��
�� � ,8

.
��������
�/��
�������
������
���	����������
���
������������
����
����
�
�

�
��
�� � ,9

>����
�)��
��������5�
���
�����/��>����
�)��
�����
�����
����������� 1f − ���
����� 1f −

	���
����������
0�<���"�����������	����
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���������
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�������
����
�


�
��
�� � .:

.
��������
����
�������
������
���	����������
���
������������
� 1g− ����
����
�
�

�
��
�� � .!

,�����
�������-�������
� 1g− �������������
�
����'�����������"���
�%���������
�"���

	���
����� �����
��
������ �
����� ��5�
��� ?�����
��
����
��	��"����� �����
� 
�%���
������
������
����
����

2������ ������

�
���� "���� ��	�� ��
���
� 
��"��
����
����	�
������ �
��� �����


:f A B→ ��
�"������� ������
�
�������� �������

{ }( , ) |   dan  f a b a A b B= ∈ ∈

	����
�%���������
��/��������� 1 :f B A− → �"�����
�������������

{ }1 ( , ) |   dan  f b a b B a A− = ∈ ∈
2��
���������
��������
����
����
	
���������-��
�%���������
����
��#
�	��	���
����

�����
��<���

���
��� 1g− �������������
��	�������������
�
� x A∈ �������������

1( )( )  ( )Ag g x x I x− = =� �*�������� AI ������
�
����
����
�����+

�������������
�
� x B∈ �������������

1( )( )  ( )Bg g x x I x− = =� �*������� BI ������
��
����
����
����'+

� '

�

�

�

 

�

0

�

�

→�� � '

' �

�

0

�

�

�

�

�

 
− →� �� ' �



�
���
���
�����������
����������214

3
���
�����
������	���
������
�/�������
����������������
�������3���
�� 1f − ������

�����
� ����

� 1g− � �����
�� >����
� 1f − � ������ �����
� ������� ����0� ���	���'� � "���

	�	
��"�
�������-���"������������������� ��
�����	����4���
�
��
����������������/

�����
�"���� �
���� ����������� ���������� 1g− � ������� �����
� ������� ���
�
� ���	����


����	�'�	�	
��"�
���
����������-�������	����=������
���
���	
����-���������

�������������������	�	��
���	�	
��"�
��
�������
���� 
�
�

.��
� �� ���

=
��������/��������������
����
������'�� 1f − �������������
�
�%�������
�/�����
�'���

���
����������"���
����/�������
��
����
������
1   Af f I− =� ����� 1   Bf f I− =�

.
��� �����
� 
�%����"�������	���� �����
� 
�%���� �����������
����
���
�����������
�����
�� 2������	�	���
�������
����������
���	������
��
����
����	�
�����"���
������
�

�� 2������	�����������
�
��

����-����
����%�4�/�*�+��	���� 1( )x f y−= �

������� ��0��

2
������
������
�/�*�+�9����G!�� x ∈� �

�� <����������	��������� 1f − �

�� 4
�������� 1(0)f − �� 1(2)f − ������ 1(3)f − �

������������	

�� =
����������%�9�/�*�+�

  2 5y x= + � 2   5x y⇔ = −
5

  
2

y
x

−
⇔ =

1 5
( )  

2

y
f y− −

⇔ =

.��
�����	��������� 1f − �������
1 5
( )  

2

x
f x− −

= �

�� 2��
� 1 5
( )  

2

x
f x− −

= ���
���
������

1 0 5 5
(0)  

2 2
f − −

= = − ��
1 2 5 3
(2)  

2 2
f − −

= = − �����
1 3 5
( 3)  4

2
f − − −

− = = − �

 �
������� ��0��

2
������
������
�
3

( )
2 4

x
f x

x

+
=

−
�������� 2x ≠ ��<����������	��������� 1f − �
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������������	

=
�������%�9�/�*�+�������� 2x ≠ �

�������������
3

2 4

x
y

x

+
=

−
3  2 4x xy y⇔ + = −

� 2   3 4x xy y⇔ − = − −
� (1 2 )  3 4x y y⇔ − = − −

�
3 4 4 3

  
1 2 2 1

y y
x

y y

− − +
⇔ = =

− −

.��
��
1 4 3
( )

2 1

x
f x

x
− +

=
−

������� 1/ 2x ≠ �

 �

2
������
� ( )
ax b

f x
cx d

+
=

+
�������� 0ad bc− ≠ �

�� <����������	��������� 1f − �

�� �
���"�����"�������� 1f − ����0

�� �
���"�����
&��&�"������������� 1f f− = �0
2
����
���������������	
��������

�� 2
������
������
������
����
���9�:�&�%&�+�;����'�9�:8���/���;�������
����
����

�
��
�� � .,

�� �/
 
�9�:*���/+��*%���+��*+��/+;

�� /
!
�9�:*%��8�+��*+���+��*���/+;

�� /
#
�9�:*+��8�+���*����+���*%���+;�

2��
����
�
������
��
���������������
�%����"���3�	��
���	����"�����	�	
��"�

�����
�
�%���0
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�� �
��������
�
������
����
����	�	
��"�
������
�
�%���0�.
���	�	
��"�
������


�%����� ��������� 
�%���� ���������

�� �/�*�6�9�!��8�� �� /�*�+�9� 2 6x −
�� /�*�+�9��8��� �� /�*�+�9��
���

�� /�*�+�9�* �8��+� �� ( )f x x x= +

�� <��������� ���-�� ���
�
� �����
� ���
����	�	
��"�
� �����
� 
�%����� ���

��	�����������
��/����� 1f − �
��������������	���"������	��

�� /�*�+�9� ��8�� �� /�*�+�9����G�� ������� ���
3 1

( )
2 4

x
f x

x

+
=

+
 � <��������� ���-�� ���
�
� �����
� ���
���� �
����	�	
��"�
� �����
� 
�%����

��	��
��������
�������������"�����
�����	�	
��"�
������
� 
�%����

�� �/�*�+�9����G� �� /�*�+�9� 29 x−

�� /�*�+�9�����8�# ��
21( ) 162f x x= −

!� <���������
��
����������������
����������
�"�����
���
�
�
��������

3
( )

x
f x

x k

+
=

+
���	��������������
�
�%����"��

#� <����������	��������� 1f − ����
����
�
������
�"�����
���
����

��
1

( )
 3

f x
x

=
−

��
3

( )
4  +1

x
f x

x

−
=

��
2

( )
5 3

f x
x

=
−

��
5 3

( )
3  +2

x
f x

x

+
=

$� 2
������
� �����
�
3

( 1)
 2

x
f x

x

+
+ =

−
�� ������ 2x ≠ �� <�������� ��	��������� 1f −

������������������"��

&� 2
������
�
2 3

( )
4  5

x
f x

x

+
=

−
�������� 5 4x ≠ ��.
��� 1f − ������
�
�%�������
�/����������

1( 1)f x− − �

'� 2
������
�/�*�+�9����G�$�

�� <�������� 1f − �

�� 2��
� 1f − ����	��
������������ 1 1( )f − − �

�� �
��"������
�����	���
	
�����0

�/� <���������/���
���

�� 1( ) 4f x x− = + �� 1 3( ) 1f x x− = +
�� 1( ) 3 1f x x− = −

��� 2
������
����������
�

/�*�+�9�
�;���&� 0a ≠ ������*�+�9�"�;����� 0c ≠
<������������������������
&��&�"&������&����
�����/��	���
����������
�
�%�������
���
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��6 "
����� ��5�
����
��"
�����)� ������

,�����
�����
����	�
��������
���� 
�


 
A B C 

a b 

g f�  

1( )g f�  

c 

�
��
�� � ..

,������	�����
��������
��������
���	
��
�
� g f� �	�	�������a A∈ ����c C∈ ��	���

�����
�
�%�������
� g f� ��"�
��� 1( )g f −
� �	�	������� c C∈ ���	���
���� a A∈ �

���������� 6��

2
������
�/�*�+�9���������*�+�9����G���� x ∈� ��<�������� 1( )g f −
� �

������������	
2��
�
������
�����	
��
�
������


* 3 3( )( ) ( ( )) ( ) 2 1g f x g f x g x x= = = +�

=
����"�� 1( ) ( )g f x y− =� ��	���

3 2 1x y+ = �⇔ � 32 1x y= −

�⇔ 3 1
 

2

y
x

−
=

���⇔ 3
1

  
2

y
x

−
=

.��
��
1 3

 1
( ) ( )

2

x
g f x− −

=� �

 �
������� ��6��

2
������
�/�*�+�9���������*�+�9����G���� x ∈� ��<�������� 1 1f g− −
� �

������������	
=������
����������������-���
���/�*�+�9����������*�+�9����G����	���

1 3( )f x x− = �������� 1 1
( )

2

x
g x− −

=
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5�����������
���

1 1 1 1( )( ) ( (( ))f g x f g x− − − −=�

� 1 1( (( ))f g x− −=

�
1 1

2

x
f − −

=  
  

� 3
 1

2

x −
=

2��
��������#�&��������������#�&����
�������
���
����������-�

1 1 1( )f g g f− − −=� �

�
�������������� 
�
� ������������������� ��	����������� �����
� "����	�	
��"�

�����
� 
�%���� 0�A��� ���	���� 
�
�	�	������������������ ��	����������� �����
�"���
	�	
��"�
������
� 
�%����

.��
� �� ��$

.
���/����������������
�"����	�	
��"�
������
�
�%����������	
��
�
�������"�

�����	�����������

1 1 1( )f g g f− − −=� �


��
�	
1�����	�	����
�����
����
�
��	�������<����	��#�������
��
�������
���

1 1( ) ( )f g g f I− − =� � �

3
���
�����
�������-�

� 1 1 1 1( ) ( ) ( )f g g f f g g f− − − −=� � � � � � �����*�
��������
��
�+

� 1= f I f −
� � �* 1g g I− =� +

� 1( )f I f −= � � *�
���� ����
��
�+

1 f f −= � *   f I f=� +

 I=
.��
���������
����-�� 1 1 1( )f g g f− − −=� � �

 �

2
����
���������������	
��������������	�	����
�������-��

1 1 1 1( )f g h h g f− − − −=� � � �
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�/�������
����� ���������*�+�9���8�������� ( )( ) 3 5g f x x= −� ��<�������

�����
�/�
������������	

2��
� �����
��� "�����
���
����� �
���	�	
��"�
� 1( ) 3g x x− = + ��2
� 

���� ��
��� �
��

	�	
��"�
���������

1f g g f−= � �

��
����"��

1

1

1

( ) ( ( ))( )

        (( ))( )

        (3 5)

        (3 5) 3

3 2        = 

f x g g f x

g g f x

g x

x

x

−

−

−

=

=

= −

= − +

−

� �

�
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���/*�+�9����8���

 �
,�������
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�((�	�	��������-����

2( ) 2 1g x x= − �
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2 2( )( ) ( ( )) 2( 2) 1 2 4 3g f x g f x x x x= = + − = + +�

1������� 9� �/�� 2( )(10) 2(10) 4(10) 3 243g f = + + =� �� .��
��-�����"����
�������

�����������
���������������������������"����/�	����������� ��	��
��
�� �����
��"���	������� 
�
�	���
�����
�����
������
� 
�%������	
��
�
����������
�

2��
� ( ) 2f x x= + ����� 2( ) 2 1g x x= − ���
���
������

1 2( )f xx− = − �����
1 1
( )

2

x
g x− +

=
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2������	�����
����<����	��#���

1 1 1 1 1 1
( ) ( )( ) ( ( )) 2

2
( )

x
g f f g x f g xx− − − − − +

= = = −� � ��

1�������9���$��

�������
1 127 1

( ) (127) 2 6
2

g f − +
= − =� ��.��
��������-�������$

	��
��
���������
���	�	�������������������"���#�	���

 �

�� <�������� ��	��� ������ 1( )f g −
� � ���� 1( )g f −

� �� �
��
��� ( ) 2 3f x x= + � ���

( ) 2 3g x x= − ��������

�� 	�����
�������� f g� ����� g f� �

�� 	������������
���� 1 1 1( )g f f g− − −=� � �

�� 2������<����	��#���� ��������� 1( )f g −
� � ���� 1( )g f −

� � ������ � /� �������"���

�
���
����

��
6

( )
  3

f x
x

=
+

����� 2( )g x x= �������� 0x ≥ �

�� /�*�+�9����8��������
2( ) 3g x x x= − + �������� 1 2x ≥ �

�� .
��� 1( ) 3 1f x x− = − ���� 1( )g x x− = � ������ 0x ≥ �� � �
����� 1( ) (2)f g −
� � ���

1( ) (2)g f −
� �

 � .
���/�*�+�9����G�������� 1( )( ) ( )f g x f x−=� ����������������
����

!� 2
���
�������������
�/�������
����� ����������������
����
���

�� /�*�+�9�������� ( )( ) 6g f x x= +� �

�� /�*�+�9��������� ( )( ) 1 1 2g f x x= −� �

�� /�*�+�9����G�!����� 2( )( ) 2 6f g x x x= + +� �

#� .
���
8

( )
  2

f x
x

=
+

� ���� � 2( )g x x= � ������ 0x ≥ �� ���������������� ����� ���


1( )f g −
� �

$� ������ 
���������� ������ 	�����
�� ���-�� �
�"�� *����	� ������� ��

��+
	�	
������
����������������

2( ) 10.000 0,001C x x= +
�� .
��� ������� "���� �

������
� �����"��� !//�� ����
�� ������ �
�"�� "���

�

�������0
�� .
��� ������
�� �
�"�� �������� ��� ����� ��

��� ����
�� ���"��� ������� "���

�
���
����0
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� ( ) 2f x x= � ����������	��
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*��"�����+����
���������/��������
��
������
�/���������
������
��
�������
�%������/�
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����/�������
��
����
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�
�%����������	
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�������"�

�����	������������ 1 1 1( )f g g f− − −=� �
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�
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���������� ����

�� ��
���������������������������������������������������
��������������
�������
���
�� ����������������
����������

�� 2����������������
�

2 5 6
( )

2

x x
f x

x

+ −
=

−
��������N�

�� { }| 2x x∈ <� 2� { }| 6 atau 1 2x x x∈ ≤ − ≤ <�

?� { }| 1 2x x∈ ≤ <� F� { }| 6 atau 1< 2x x x∈ ≤ − <�

6� { }| 6 atau 1 2x x x∈ ≤ − ≤ <�

�� .
��

2

2 1 , untuk 0 1
( )

1 , untuk  yang lain

x x
f x

x x

− < <
=

+




	���� 1
2(2) ( 4) ( ) (3)f f f f− + =� �

�� ��/ 2� !!
?� �/! F� !�
6� &!

�
��
��� .1� �>
��

��

�	����$��??? ������ "��

Math Info
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�� .
��� ( ) 2f x x= ����� ( ( )) 1
2

x
f g x = − + ��	���� ( )g x =� ��

�� 1
2

x
− 2� 1 ( 2)4 x −

?� 1
2

x
+ F� 1 ( 2)4 x− −

6� 1 (2 )4 x−

 � .
���
1

( )
1

x
f x

x

−
=

+
�����

2

2

1
( )

1

x
g x

x

+
=

−
��	���� ( ( ))f g x = N�

�� 2x 2�
2

2

1

1

x

x

−
+

?�
2 1x + F�

2

2

1

1

x

x

+
−

6�
2 1x −

!� .
��� ( ) 2f x x= + ����� 2( )( ) 2 4 1f g x x x= + +� ��	���� (2 )g x =� �

��
22 4 1x x− + 2�

28 8 1x x+ +
?� 22 12 1x x− + F�

24 8 1x x− +
6�

28 8 1x x− +

#� .
��� ( ) 2xf x = ��	���� ( 2 )f a b c+ − =� �

�� ( ) 2 ( ) ( )f a f b f c+ − 2�

2( ) ( )

( )

f a f b

f c

+

?�
2 ( ) ( )

( )

f a f b

f c
F� ( 2 ) ( )f a b f c+ −

6�

2( ) ( )

( )

f a f b

f c

$� .
��� 2( )( ) 4 4g f x x x= +� ����� 2( ) 1g x x= − ��	���� ( 2)f x − =� �

�� 2 5x − 2� 2 1x +
?� 2 3x + F� 2 1x −
6� 2 3x −

&� .
��� 2( )( ) 4 8 3f g x x x= + −� ����� ( ) 2 4g x x= + ��	���� 1( )f x− =� �

�� 9x + 2� 2 7x+ +
?� 2 x+ F�

2 2 3x x− −
6� 2 1x+ +

'� .
��� 3( 2) 2 5f x x− = + ����� 1(3) 4 1f a− = + ��	�����
��
�
�9������

�� 8� 2�  
?� � F� �#
6� �
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�/� .
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�
��*����+����������
��������
�������
�
�%���� 2( ) 2f x x x p= + + ��	�����
��


���9������
�� 8�! 6� �! F� ! 
?� 8�! 2� �#

��� .
��� ( ) 2 3f x x= + �� 3( ) 1g x x= + ����� 1 1( )( ) 2g f a− − =� ��	�����
��
�
�9������

�� ' 6� �! F� ��
?� ��� 2� �&

��� 2���������
�����
������
�

2 1
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

−
��������N��

�� { }| 1  atau  7y y y∈ ≤ − ≥�

?� { }| 7  atau  1y y y∈ ≤ − ≥�

6� { }| 1 7y y∈ − ≤ ≤�

2� { }| 1  atau  7y y y∈ ≤ ≥�

F� { }| 1  atau  7y y y∈ ≤ ≥ −�

��� .
���
2 1

( ) 3
3

,
x

f x x
x

+
= ≠

−
��.
��� 1f − �������������
�
�%�������
�/��	���� 1( 2)f x− − 9

�����

��
1

, 2
2

x
x

x

+
≠

−
6�

2 2
, 1

1

x
x

x

−
≠ −

+
F�

2 1
, 3

3

x
x

x

+
≠

−

?�
2 3

, 5
5

x
x

x

−
≠

−
2�

3 5
, 4

4

x
x

x

−
≠

−
� � .
���

2
3( ) 2f x x= ������ 2

3

( )g x x= ��	���� 1( ) ( 2)g f − =� � ��

�� �J� 6� � F� 2 2

?� 2 2 2� �

�!� .
��� ( ) 4 2f x x= + ����� ( ) 3g x = ��	���� ( )( 2)g f − =� � ��

�� 8�# 6� �� F� � 
?� 8�� 2� �#
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������
������
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�
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�

2

2

2 1
( )
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x x
f x

x

− +
=

−
�

�&� =
������� ( )
ax b

f x
cx d

+
=

−
�� .
��� 2 0a bc+ ≠ � ���� x a c≠ �� ����
���� ���-�

( ( ))f f x x= ��3�	��
����
����� ( ( ))f f x �������
3 1

( )
2

x
f x

x

+
=

+
��� 2x ≠ − �
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Definisi 7.2

Limit kiri f (x) ketika x mendekati c sama dengan L, kita tuliskan dengan

lim  ( )
x c

f x L
−→

=  jika kita dapat membuat f (x) sembarang dekat dengan L  dengan

cara mengambil nilai x cukup dekat ke c, dan x lebih kecil daripada c.
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�����
������	���
�&������#��������'�������� 2x ≠

����� 2 0x − ≠ �������
� 2( ) ( 2) ( 4)f x x x= − − ���
����
����������������	�����


2

2 2 1
( )

4 ( 2)( 2) 2

x x
f x

x x x x

− −
= = =

− − + +
/�	��
����������	����	�
��%��	�������
���7��
�����
�����������
������
��
�
8���	���
�
��
�"�7%8�	�������
��D���A�����������
���

22 2 2

2 2 1 1
lim lim lim

4 ( 2)( 2) 2 4x x x

x x

x x x x→ → →

− −
= = =

− − + +

�

3
����
���������������	
��������������	�������������
�����
��
�������������
���
����

2

2 2

3 3
lim  

2x

x ax a

x x→−

+ + +
+ −

�����-
����
���������
�
����������������
��
� ���/�	��
����
������
��
��
	
�� ��

�

'

!

�

�

�

�
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�� -�����������������������������
�
��
����� �����
	�������������
����	���

2
lim  ( ) 7
x

f x
→−

=

*����
�����
��� ������
�
����������������� ( 2) 7f − = ��-��������

�� -���������
����� �����
	�������������	���������

1
lim ( ) 5
x

f x
−→

= �����
1

lim ( ) 4
x

f x
+→

= −

3���	���������
�
��	����
�����
1

lim ( )
x

f x
→

����,�-��������

�� (����������
� ��������
�� ���
���
����� ��������
��
��������� �����
���
����
�
��������-
����
������������������	����
�,

��
1

lim ( )
x

f x
→

��
3

lim ( )
x

f x
→

�� (3)f

��
3

lim ( )
x

f x
−→

&�
3

lim ( )
x

f x
+→

������� ��.

�� ;�	������������������
�� �����
� "� ����
�������������������������	���������

�
��
�!����
����� lim ( )
x c

f x
→

�����
2 5  , untuk  1

( )
6        , untuk   1 

x x
f x

x x

+ <
=

≥




!� 7� ��)���)��) ����
8�-
�������������������
�
��
	
�� �����
���
�������
�����-
��
�
���������	����
�,

��
2

lim  3 2
x

x
→−

+ &�
2

2
lim  

2x x→ +

��
2

2
lim  ( 2 1)
x

x x
→

+ − ��
2

1

1
lim  

2 2x

x

x→−

−
+

�

�

.������������������������������������

'

%
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"� 5���������
��
������
������
	
�� �����
���
��������

��
2

lim  ( )
x

f x
→

����������
3 2  , untuk  2

( )
5   , untuk  2

x x
f x

x k x

+ ≤
=

+ >




��
1

lim  ( )
x

f x
→−

����������
2

3  , untuk  1
( )

  , untuk  1

kx x
f x

x k x

− ≤ −
=

+ > −




#� ��������
��
���	����
	������
�����!.�	����������
�
�����	��;���
��	����������
��� ��� ��"�7�8�������
�����	���
����������������������	��5�������

12
lim ( )

x
f t

−→
�����

��
�
	 7 8
%

" �
+→

����������������
�
���
����
	
������������
�
�

������� ��/

$� 3���	�����
������
>
�����	�����
���
���� ����������������������&�
�����+�������

0

2 21

m
m

v c
=

−

������� 0m � �������	�����
���
�����
�	������!� ���������&�
����� &��� ����
�

 ����������
��
��
��� v c−→ ,

��$ #
�

��������

0������������������	 ����
���	������������������������������
��������	������
�
��
� �
	
������� �������� �� ���������
��� �
���� ��
����3���	������ ��������� ��������
���������
�
������������	�	���	
������������
���������������	���������
�
��
�������
	������������
�����
�����
	
�����
����� �����
������#
�

���������������	����
����
�
	
�����
����
�
����5����	�������	���
	
�����
�����
���
�������
������
�������������
� �
	��������������
�
�
����	���� ������
���������������������
�
�

"7�8

�..
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     Teorema 7.2 (Teorema Limit)

1. lim   
x c

k k
→

= , k adalah suatu konstanta

2. lim  
x c

x c
→

=

3. lim  n n

x c
x c

→
= ,  n bilangan asli

4. Jika k adalah suatu konstanta, dan

lim  ( )
x c

f x
→

   dan   lim  ( )
x c

g x
→

maka :

a. lim  ( )( ) lim  ( )
x c x c

kf x k f x
→ →

=

b. lim  ( )( ) lim ( ) lim ( )
x c x c x c

f g x f x g x
→ → →

+ = +

c. lim  ( )( ) lim ( ) lim ( )
x c x c x c

fg x f x g x
→ → →

= ⋅

d.
lim ( )

lim  ( )
lim ( )
x c

x c
x c

f xf
x

g g x
→

→
→

=
 
 
 

, asalkan lim  ( ) 0
x c

g x
→

≠

e. lim  ( ) lim  ( )
n

n

x c x c
f x f x

→ →
=  

  , untuk n bilangan asli

f. lim  ( ) lim  ( )n n
x c x c

f x f x
→ →

= ,  n bilangan asli, dan lim  ( ) 0
x c

f x
→

>

!������ ��$��

)
������
	
�����
�����������
���������
�
���������

��
2

3
lim  ( 8  6)
x

x x
→

+ − &�
3 2

2

2 1
lim  

5 3x

x x

x→

+ −
−

��
3 2

2
lim  ( 3)( 5 )
x

x x x
→−

+ −

��������	
	��

���
2 2

3 3 3 3
lim  ( 8  6) lim  lim8  lim 6
x x x x

x x x x
→ → → →

+ − = + − 75����	��#������
�����8

������
2

3 3 3
lim 8lim lim 6
x x x

x x
→ → →

= + − 75����	��#������
�����8

������ 23 8 3 6= + ⋅ − 75����	��#������
����������8

������ 27=
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�� 3 2 3 2

2 2 2
lim  ( 3)( 5 ) lim  ( 3) lim  ( 5 )
x x x

x x x x x x
→− →− →−

+ − = + ⋅ − 75����	��#������
����&8

( ) ( )3 2

2 2 2 2
lim lim 3 lim 5lim
x x x x

x x x
→− →− →− →−

= + −⋅ �75����	��#������
��

�������������8

( ) ( )3 2( 2) 3 ( 2) 5( 2)= − + − − −⋅ 75����	��#������
����������8

1�7@!87��8�1�@#.

&�

3 2
3 2

2

2
2

lim 2 1)2 1 15
lim  15

5 3 lim(5 3 ) 1

(
x

x
x

x xx x

x x
→

→
→

+ −+ −
= = = −

− − −
75����	��#������
�����8

�

3
����
���������������	
��������������	�	�������������������
����
�
�

�� +��
����&��������������������
�"�����	����
�����
  
lim  ( )
x c

f x
→

������
  
lim  ( )
x c

g x
→

��
���

���������

�
  
lim  [ ( ) ( )]
x c

f x g x
→

+ �����

�� +��
����&��������������������
�"�����	����
�������������
�������������

������

3���	�
������� ���
��� ���
���	����	
�
�������� �
( ) 0

lim
( ) 0x c

f x

g x→
= �� ���
����� �
���

�
	
������
������
����
�������
������&���������������������
�	���
�����������
������
���� �
�����
����������6
	
��	����� 
�
� ���
����
������ ������
� �������
�� )� ��)� �
�� �
B����	����
������
	
�����
��
�
��������
����������
����������������������
������
�������
������
�� �������� +��
���� 
�
� ������
�� &������  ���� �����
���� ������� ����
	���
	����
������
	
�����
������������������

!������ ��$�$

5���������

2

3

9
lim  

3x

x

x→

−
−

�

��������	
	��

/������
3

lim  ( 3) 0
x

x
→

− = ��	�����
��� �
������
���	�����
���� �
���� �
	
�� ����3�����

	�	����������
�	�
������
���
������

2 9 ( 3)( 3)

3 3
 

x x x

x x

− − +
=

− −
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-
��� 3x ≠ �7 3 0x − ≠ 8��	����
�	�
���������
�� �������
����
���
�������� 3x − �

2 9 ( 3)( 3)
3

3 3
 

x x x
x

x x

− − +
= = +

− −
/����������	�	����
������
	
���
������ ��	�	
�����
�����
��
�%��
����
����������


�
������	������������	����
�	���
����
��
�
��

������������-��
�

2

3 3

9
lim  lim( 3) 6

3x x

x
x

x→ →

−
= + =

−
�

!������ ��$�*

*
������ 2( ) 3 1f x x x= + − ���
���������
0

( ) ( )
lim  
h

f x h f x

h→

+ −
�

��������	
	��

/������ 0h ≠ ��	�����
���
������
2 2( ) ( ) [( ) 3( ) 1] [ 3 1]f x h f x x h x h x x

h h

+ − + + + − − + −
=

22 3xh h h

h

+ +
=

2 3x h= + +
-��
�

0 0

( ) ( )
lim  lim  (2 3 ) 2 3
h h

f x h f x
x h x

h→ →

+ −
= + + = +

�

�� 3
������
����'�

lim  ( ) 2
x c

f x
→

= − lim  ( ) 0
x c

g x
→

= lim  ( ) 16
x c

h x
→

= �

5���������
	
�����
����7�
������8��-
����
������������������	����
�,

�� lim  [ ( ) ( )]
x c

f x h x
→

+ ��
( )

lim  
( )x c

f x

h x→

��
3lim  [ ( )]

x c
f x

→
��

( )
lim  

( )x c

f x

g x→

&� 4lim  ( )
x c

h x
→

��
3 ( )

lim  
( ) 2 ( )x c

f x

h x f x→ −
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�� 5�����������
�
��
	
�� �����
���
������������	����������������	���
	
�������
�

��
2

3
lim  (2  5)
x

x x
→

− + ��

24 2

41

6
lim  

2 3x

x x

x x→

+ −
+ +

 
 
 

��
3 2

2
lim  ( 2)( 8 )
x

x x x
→

+ − ��
4

2
lim  3 6
t

t t
→−

+ +

&� 21

2 1
lim  

3 4x

x

x x→−

+
− +

��
2

4
lim  16
x

x
−→

−

�� �� �
�� �����������������
����	�������
���,

2 3 4
4

1

x x
x

x

+ −
= +

−
�� 3�������������
����
���������������	����
��
����	����
�


2

1 1

3 4
lim lim ( 4)

1x x

x x
x

x→ →

+ −
= +

−
������

�� )
�����������
�
��
	
�����
������
�������

��
2

5

25
lim  

5t

t

t→−

−
+

&�

2

23

5 6
lim  

12x

x x

x x→−

+ +
− −

��
2

3/ 2

4 9
lim  

2 3x

x

x→−

−
+

��
2

22

2 3 2
lim  

16 6y

y y

y y→−

− −
+ −

��
9

9
lim  

3x

x

x→

−
−

�� 21

1 2
lim  

1 1x x x→
−

− −
 
  

��
0

9 3
lim  
x

x

x→

− −

�

4 2 2

20

2
lim  
x

x x x

x→

− −

��
5

5
lim  

4 3x

x

x→

−
+ −

��
3

0

1 1
lim  
t

t

t→

+ −

!� 5��������
0

( ) ( )
lim  
h

f x h f x

h→

+ −
����������
�
������
� �����
���
����

�� 2( ) 3  6f x x x= − + �� ( ) 2f x x=

�� 3( ) 8f x x= − ��
1

( )  ,  2
2

f x x
x

= ≠ −
+

&�
1

( )  ,  0f x x
x

= ≠

"� 5��������
0

(3 ) (3)
lim  
h

f h f

h→

+ −
����������
�
������
�"��
�����������	���!�
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��* ��2 �	

 ������ %	
���"���&

*
�������'���������������������� ���������������
��������������
��%�����
�����
'�������������
����
�%�������
����
������
�����'�1�"�7%8��-
���%������������
� x c= ���	
�

x c h= + ��	����
���������%�������

( )x c h c h∆ = + − =
7 x∆ �
��&��E������%:8�����
���������
������� ��������

( ) ( )y f c h f c∆ = + −
)��
�����
����
�
�

( ) ( )y f c h f c

x h

∆ + −
=

∆
�
������


������2 �3

 ���������

����3�����
�������
����>���[ , ]c c h+ �������
����
����

������
���	
�
��������
��������0�
������	����#��.�

����������1��2
�������3�� 
����4��

/
����
����������
����������������
����
����>��� ������	��
����&
�� [ , ]c c h+ �����
����
4�	�������
�.��6
	
�������
����������������
�
��
��������2 �3

 �������
��������

����3

������� x c= �� �����
����
�����������
���	
�
��������
���
�������
�������>�� ( )y f x=
�
� ( , ( ))P c f c �

���������������������� �����
���������������
0 0

( ) ( )
lim lim  
x h

y f c h f c

x h∆ → →

∆ + −
= =

∆
���������������7#��8

���������
���	�	���	
��
������
�����
�
������
��
	
���
��������
��������	�� �����
���

��	��������� 
�	������� ��
�����  ���� �
�����
���� 
���� �'��� �����  ���
�
�������������	�����
� &���������
����

!������ ��*��

����� ������� ������� 
�	������� ��
����� �

���������� ����	� 
����
�
��� �����
	��������������
	����&���������
��������	�	�������
����� �����

��������������	
��	
�������������
��������
���'�����������
���(�����
�	���������
����� ������
��
������������
������
������&������������������	�� ����
������ ��	��������)�������
����������� ��	�������	���
���
������


2( ) 0,1 2,155 20T w w w= + +

��������������������������	� oC ����������������� ��	�����������	�'����

.������������������������!����������������!�F�4
%

'

�5!6� "5!77

05!�8�46� "5!�8
477

∆ %

∆ '
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�� +���
����������
���������������������
��� ��	��������,��
��������� �,
�� -
����� �� ����������
����������...�'�������
��������
������������������������
��

�����
��������� �����&
�,
��������	
	��
�� *���������	���7#��8�������������
���������������������
��� ��	���������������

0 0

( ) ( )
lim lim  
h h

T T w h T w

w h→ →

∆ + −
=

∆
/
����
����������

2 2( ) ( ) [0,1( ) 2,155( ) 20] [0,1 55 20]2,1T w h T w w h w h w w

h h

+ − + + + + − +
=

+

���

20, 2 2,155 0,1wh h h

h

+ +
=

��� 0, 2 2,155 0,1w h= + +
3��������	
�
���

0 0 0

( ) ( )
lim lim  lim (0, 2 2,155 0,1 ) 0, 2 2,155
h h h

T T w h T w
w h w

w h→ → →

∆ + −
= = + + = +

∆
-��
�������������
���������������������
��� ��	���������������� 0, 2 2,155w + �

+�������
�
�	�	
�� �
�������� o wattC �

�� 3� ��  ���� ������
�� �������� �...�'�����3��
� �����
� ����� 
����������	���� ����

������������������������
����
�����1��...����������&
���������1�.��-��
�

�����
������������������1�.���7�...8�F�����!1��.���!! o wattC �

�����
��������������&
��1�.���7.8�F�����!1����!!� o wattC �

�

�� ������� ����� �
�����
�
� �

��	
� ����� 0�������	�����
�� ���'�� �� ���
� �������
�
	���
� ���

��	
����	���������� �������
�������
���
��������������


2 3( ) 120 2p t t t= − ��������0 40t≤ ≤
+���
����������	������� ������
�����������1��.����1��.���������1��.,

�� ;���	������������
��
��	�������
� �������*���5�	
������� �� �������� ������
	���	�����������������

20,1(400 40 ), 0 12T t t t= − + ≤ ≤
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�� 4
��
�
2 2

1 4
lim  

2 4x x x→
−

− −
 
  

��������H�

�� . +� �D� B� �D� 3� � J� �

��
2

2 2

5 6
lim  ...

4x

x x

x→

+ +
=

−
�

��� �D� +� �D� B� . 3� @�D� J� @�D�

��
2 1

1
lim  ...

3 2x

x

x→

−
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+ −
�

�� @" +� @� B� � 3� � J� "

��
 1

( 3)( 3)
lim  ...

3x

x x
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− +
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−
�

�� . +� � B� " 3� �� J� �!
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1 cos( 2)
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4 4x

x

x x→−

− +
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lim  

4 4x

ax b x
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+ −
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2

2 0

tan 2 sin 8
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sin 4x

x x

x x→

⋅
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2 0
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x x
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��� 2( ) 1 2f x x= ��	����
 0

( ) ( )
lim  ...
t

f x t f x

t→

+ −
= �

���� 1 4x− +�� 31 x− B�� 3
1 4x 3��1 4x J�� 31 x

�.�
( ) ( )

 1

1 1sin 1 cos 1
lim  ...

1x

x x

x→

− −
=

−
�

��� � +� �D� B� . 3� @�D� J� @�

��� ( )
 
lim  ( )( ) ...
x

x p x q x
→∞

+ + − = ��

�� . +�  ? B�  �@�? 3� 1
2 ( )p q+ J� � �@�?

��� ( )2

 
lim  (4 5) 4 3 ...
x

x x x
→∞

+ − − = ��

�� ∞ +� $ B� !D� 3� �D� J� .

��� ( )2

 

2lim  sec 1 ...
x

x x→∞
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�� � +� � B� . 3� @� J� @�
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 3 4
lim (1 tan ) tan 2 ...

x
x x

π→
+ = �

�� ∞ +� � B� � 3� . J� @�

�!�
 0

31 sin 2
lim  sin 2 cos 2 ...

cos 2t

t
t t

t t→
+ =

 
   

�

��� . +� �D� B� � 3� � J� ∞
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lim  1
x
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lim  [ ( ) ( )] 2
x c

f x g x
→

+ = �����
  
lim  [ ( ) ( )] 1
x c

f x g x
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− = ��&��
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lim  ( ) ( )
x c

f x g x
→

�
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1   ,  untuk  bilangan bulat
( )

0   , untuk  bukan bilangan bulat

x
f x

x
= 




�� ;�	������������������
��"�

�� (������
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f x
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x h

y f c h f c
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∆ + −
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  0
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+ −
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2 2

  0

[3( ) 5( ) 2] [3 5 2]
lim

h

c h c h c c
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+ − + + − − +
=

2 2 2

  0

3 6 3 5 5 2 3 5 2]
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c h h c h c c

h
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+ + − − + − + −
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  0

6 3 5
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ch h h
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( ) ( ) 3 3

x h x
f x h f x x h x

h h

− − −
−+ − + + +=
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x h x x h x

h x h x

− − + − + + −
+ + +
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2 2(6 3 ) (6 2 )
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h x h x
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f (c + h) 
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0 
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      0                   2                    4                   6                    8                    

– 

t = 0 t = 1 

t = 2 t = 3 

t = 4 
t s v 
0 
1 
2 
3 
4 

4 
8 
6 
4 
8 

9 
0 
-3 
0 
9 
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64 

96 
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96 

64 

0 

80 
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BAB

Tujuan Pembelajaran

NILAI EKSTRIM FUNGSI DAN
MEMBUAT GRAFIK FUNGSI

Setelah mempelajari materi bab ini, Anda diharapkan mampu:
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:���	
����
�������	�
�
�������������������-�
�������	��
������������	

0	������5%6�7�%�8������%��
�����	�����������-�
� [0, 2 ]π ��;������� '( ) 1 2cosf x x= − ��
���

����
��� '( ) 0f x = ������
�� cos 1 2x = ������������������
���
�� 3x π= ����	� 5 3x π= �

D�
�����������
������
�������������
��

( 3) 2sin 3 0,684853
3 3 3

f
π π π

π = − = − = −

���

5 5 5
(5 3) 2sin 3 6,968039

3 3 3
f

π π π
π = − = + =

D�
�������������
������������-�
����
��

(0) 0f = ������� (2 ) 2 6, 28f π π= =
/����������������
��� ��������
������ ����������������	��
���4������%�
���

:	�	��� 
���� ����
��� ��
��������	���	�
�
� ���
��� ( 3) 3 3f π π= − � �� ���� ��
��

��
���	���	�
�
����
��� (5 3) 5 3 3f π π= + �

 

-1 1 2 3 4 5 6 7 
x 

2 

4 

6 

8 

y 

2 siny x x= −  

�����
�!"#$��
������
����� 2 siny x x= −

�
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��
���G	����,��
����3	��
����
����
�����������,���
��""<��
�������'���	
���$
�
�
�/����-�����4���
� 	��	
� 
�������������'��� 	
���$�
�
� ��
��������� ����� ����

��
	��	��������������	�7�<��������������������
�������
����	
�������	�����������	
7���������
��������
����
��

3 2( ) 0,001302 0,09029 23,61 3,083v t t t t= − + −
5��
��� 
�
�� ���� ����
6��/����������
� ����� ���
���
��� ��
��� �
�������	�
�
� ����
���������������'���	
���$�
�
�������������
	��	������������	����������������
������������	
0	����������������	��	
�����'������
��

2( ) 0,003906 0,18058 23,61
dv

a t t t
dt

= = − +

;���� �����
���4������ *����-�
� :���	�	�� ��������� �	����� 
�����	� �� ����� �����-�


0 126t≤ ≤ �� �:	�	����������
��

'( ) 0, 007812 0,18058a t t= −
A�
������
��������������������
���
�� '( ) 0a t = B

1

0,18058
23,12

0,007812
t = ≈

/�������������	����5	6������
������
�����������������
�	�	����
��������
��

�5<6�7�����.���������� 1( 21,52)a t ≈ .�����������5���6�7����! 

&������������������
���	��
���$
�������! �
�
�@����
�����������������������	��
���$

����������
�
�@����
��

��
���������������������������������������
��
�������������������
������
���
�������
����
����������������������������
�������������
��
������ ��������
����� ���
��� ���
��� 
������ ����� ��
������ 
������
� �������������� �������
�����
����

�� ���5%6�7�%��9��%�8�������18���8�2 �� ��5%6�7�
2

x

x +
�����18���2

�� ��5%6�7�%��8�!%��9�������18��<2 �� ��5%6�7�
1

2 3

x

x

+
−

������1<��2

�� ��5%6�7�����%�9�����% ���[0, 3]π  �
2

3( ) ( 1)f x x= + �����18���2

�� ��5%6�7�%�8������% ���[ , ]π π− !�

2 7  , untuk 1 2
( ) 21   ,  untuk  2 4

x x
f x

x x

− − ≤ ≤
=

− < ≤




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"� +���� �	��	�������
��� ��������������������� �	��	� ������� �������	� ���
��

140x p+ = ���������%� �����
���� ���	���������������������	
��� �����������

����9��	����������
�������������������	����A���������	
�����
����	������	����
	��	
��������	
���%����	���������
����
��

2( ) 300 20C x x x= + +
	��	
� [0,140]x ∈ �

�� :���	
����	�����
�	��	���������
�
�� :���	
����	�����������������������
������	������������������
�
�� :���	
�����
���	��
�	��	�����������������

�<� �4���

�����
����	��	�������
�������������������������	��	���������������	

���
��� 1
5 100p x= − �� �������9� �	����������
��� ������%� ������� ������

[100,1000]x ∈ �� A����� ����	
��� ��
��� �	����� �	�����	��	
��������	
���%

���	���������
����
��� ( ) 100 2C x x= + �

�� :���	
����	�����������������������
������	������������������
�
�� :���	
�����
���%��������������

���
�	��	�������
���	��

��+ 0����������2������ 	
��
����(����

%�����
���� ��	��
���� ��
�������������������������
� �������� �	������ 
��������
��
��������
������������	���
�������
$����
�������	��	��	
�����������
��������

��������������;��������	�������������	��	
�����	����
����������
��	�����+�7���5%6B
�� /���������

�� +����������� �	��	

+������������	��	$+����
����5<6�������������������	��	$%�
��������
�	��	
�+�7
<�

�� ,������

:�; ����	<	� ��	�
�� #����� +� ,� =� ���
��� �������� ������� ��
�� lim ( )
x

f x L
→∞

= � ���	

lim ( )
x

f x L
→−∞

= ��

:�; ����	<	�	������#�����%�,�0����
���������������
����
����
��������
�����
������	�
����
����
	�������	���

lim ( )
x c

f x
−→

= ∞ lim ( )
x c

f x
−→

= −∞

lim ( )
x c

f x
+→

= ∞ lim ( )
x c

f x
+→

= −∞

�� *����-�
����
������	�	�
�� D�
��� �
�������������� ��������
�� ;���
	�������������
���
�

 � #�����
��� �
�����
	�-�

������� ��+��

#�����
��������
�������	�������5%6�7�%��8��%�8���
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������������	

�� /���������
����
��� � 5����	�������	����
���������
6��
���������	
	�����
�
�� :���
�������������
���������	��	$%������	�	��	
�+�7�<�

+�7�<�⇔ �%��8��%�8����7�<

⇔ �5%�9��6��5%�8��6�7�<

⇔ �%�7�8������	��%�7��
&���������
�������������
���������	��	$%����
���58���<6�����5���<6
:���
�������������
���������	��	$+������	�	��	
�%�7�<�

%�7�<�⇒ ��+�7�<��8���<�8����7�8�

&���������
�������������
���������	��	$+����
���5<��8�6�
�� ;���������	
	�����
����
������
�����	�������������

�� ;��������	����� 2'( ) 3 3f x x= − ����� ''( ) 6f x x= �

'( ) 0f x = ��⇔ ��%��8���7�<

⇔ ��5%�8��65%�9��6�7�<
�⇔ �%�7������	��%�7�8�

���
��� ''( ) 0f x = ⇔ �%�7�<

�⇔ �%�7�<
;���� ����
	������
���

������ � ��1

/����:���
�"� ��
��������	�����58���<6����
�������
���
���	����
����������5��8�6����
��
����
������	����
�����

�����
� !"#'

� ����� �� !�
��"
���# $
 �′

%�=�8�
%�7�8�
%�7�<
8��=�%�=��
%�7��
��=�%

9
<

8
<
9

�����

������	�������
���	����
����
������	���������
���
�

���	�	�
������	����������	����
����
�����
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-2 2 x 
-3 

3 

y 

������� ��+��

#�����
����
����������
��	����

3 6
( )

2

x
f x

x

+
=

−
������������	
�� :����
� ���'�� �	����� ����
� ������������ ��� %� 7� ��� ��������� ������� ���
���

{ }| 2x x∈ ≠� �

�� :���
�������������
���������	��	$%������	�	��	
�+�7�<�
+�7�<��⇔ ��%�9����7�<

����⇔ �%�7�8��

&���������
�������������
���������	��	$�%����
���58����<6�
:���
�������������
���������	��	$+������	�	��	
�%�7�<�

%�7�<�⇒ �
3.0 6

3
0 2

y
+

= = −
−

&���������
�������������
���������	��	$+����
���5<��8�6�

�� ;������
2 2

3 6
lim ( ) lim

2x x

x
f x

x+ +→ →

+
= = ∞

−
����
��������%�7������
���������������
��%�������

	��	
� 2x → ������
�������	�	�
��∞ �����
�� −∞ �

;������

6
3

3 6
lim ( ) lim lim 3

22 1
x x x

x xf x
x

x

→+∞ →+∞ →+∞

++
= = =

− −
����
��������+�7������
����������

�������%��������	��	
� x → +∞ ������
���������
����������+�7���

�����
�!"�#(
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#�����
��������
��������������	����������������
���

�� ��5%6�7�%�  � ��5%6�7�5%�9��6�5%�8��6�

�� ��5%6�7��%��8��%�9�� !� ��5%6�7 1
2 %��8��%��9��%��9��

�� ��5%6�7�5%�8��6��5%�9��6 "� ��5%6�7�%��8�!%��9���

�� ��5%6�7�%��8��%� �<��
10

( )
( 2)

=
−

f x
x

�� ��5%6�7�%��9��%��9��%�8�� ����
2

( )
( 4)

=
−
x

f x
x

�� ��5%6�7��%��9��%� ����
( 20)

( )
(2 3)

−
=

+
x

f x
x

��. 0�
�����)����"���
���

4�������������
���
������
��������
��������������	��
���	��	
�����������
����
�����
���������	����� ���������� ���
���� ��
��� �����
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�������
������
���� ���������� ��������� ���
�������	��������
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���
�
����
������������
������������	������������������������������� �	�������������	�
����
���	�
������	��������	�
����%������ ����
����
��������	����� ������
��-����
	����� ��
����������
�������
��� ���������	����� ����	B���������������

��������
��������
����
�������
��������������
��������
��������A���
	�� ����� 
���
����
	�� 
���
��$
���
�����
����������
�������
�����������	���B
�� 4���������������
����

A�������������
�������������������:����
�������������
��	��������B�,�������
����
���
����	�)�,������������������
����	�)�,���������������������
��)

�� #�������������
&�
�����	��
��
���������
�����������

�� +��
���

���������
A���
��� �����
�	��	
�����������������	������
���	�
������	��������	�
��
5����

����6��+�
����	����������$�����������������
���
����	��5����

���B�� �� �0 �""" �% 
+6�
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��������
$�����
������������������
���
����	��
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��

���
������������

��������
������������	���4���

���%���������
���������������$�������
�����
��������	�	��
�������%���
�������$����������
�������
�� �������	
�
���
�������
	
	����5���8��%6�������5���8��%6����������%�������+������
����������"����5�6��&�
��55%6�����

	��
��������
�������
���
����
�

55%6��7�5���8��%6�5���8��%6�%

������7����%�8��!%���9��%�

/���������
�5����
��������-�
�����	�	��1<���2��4������)

�����
� !"#)

;�����
���������	
�����
���	���	�
�
������5������ �����-�
� 1<��2��������4�����

*����-�
�����	�	���;��������	���� '( )V x �7�����8�"�%�9���%��

'( )V x 7�< ⇔ �����8�"�%�9���%��7�<

⇔ �%��8�!%�9����7�<

⇔ �5%�8��6�5%�8��6�7�<

⇔ �%�7�������	��%�7��

&�������
������
������5����
������������D�
���5������
������
�����������������
������������-�

���
�����
���	���	�
�
�5� �������������
������
���������	�����������������-�
�

55<6�7�<� 55�6�7���!� 55�6�7�<�
&�����������������	�	��
�������������������������
����������
���-�
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���
�
���	�
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���	������������!������
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�
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��������� ������� ���������� ����� ��
��� ����
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�������
����� 
	������ ��������������������������������������������������G����<<<�<<<�<<�

��8� �I

��8� �I

I
��8��I� � ��

��8� �I

��

I

I

I

I

I

I

I

I

5�6 � 5�6



��������������������	
����
�������������
�	��
������
���� 327

������������	
4���

���%����������
����������������
�����������������
�
	�	�����������
����+������
���
���������������� 
��������������������� ��
������������� 
	��� 
����������������
��
�������"�������
�

��,�%+�

�����
� !"#*

3������������
�	��	
������
�����������������
�
	�	����
������
���G�!<�<<<�<<����
�������;�����������������%����������
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!<<<<%��	������3������������
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���������
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����	������

���������
���G����<<<�<<<�<<���
�

80000x + 80000x + 120000y = 36000000
���	

�%�9��+�7�"<<

;���������
���+���
���%���+�7� 4300 3 x− ��
��	�����
�����	����	��
���
����
�����

��,��5%6�7� 4(300 )3x x− 7�
24300 3x x−

;���������
���	����	�	������������� 8'( ) 300 3A x x= −

'( ) 0A x = ⇔ � 8300 03 x− =

⇔ �%�7������

?��	
�%�7��������
�����������

���+�7� 4300 (112,5)3− ⋅ 7���<���%	����	���
��	�������

����
����
������������
��
��7�5�����55��<6�7���! ����
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23 ( 2)y x− = − /� 2

33 ( 2)y x− = − −

A� 3
23 ( 2)y x− = − − F� 1

33 ( 2)y x− = − −

H� 2
33 ( 2)y x− = −

 � &�
����
������������������ 3 2( ) 1f x x px px= − − − ����
���%�,�9����
����
���9�7�J��

,� <����	�� A� <����	�
�

�
H� <����	�8� /� � F�

�

�

!� &���
������������	�����	�������
���
���'�
�	�	�������
����
����	����

3 21
3( ) 3 5s t t t t= − + −

;�������������
������������������������'�
�	�	�7������

,� � A� � H� � /� � F� �
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�� ( )( )g f x =� � ��
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+
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6( ) 3f x x x= − ����
�	��	
�%�����������	��������
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Matematika menurut sifatnya merupakan ratu dan sekaligus sebagai pelayan ilmu, maka 
sebagai ratu matematika mempunyai struktur yang sistematis dan logis tidak dapat 
dipengaruhi oleh ilmu yang lain, sedangkan sebagai pelayan matematika menyediakan alat 
yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persoalan-persoalan pada ilmu-ilmu yang lain. 
Buku ini ditekankan pada cara berpikir sistematis dan logis, di samping menyajikan 
aplikasinya pada kehidupan sehari-hari.  Dengan karakteristik ini diharapkan setelah 
mempelajari buku ini siswa dapat berpikir secara sistematis dan logis untuk mengambil 
kesimpulan.

Buku ini disusun sesuai dengan kurikulum yang berlaku dan dengan harapan dapat 
mengembangkan keragaman potensi, minat, kecerdasan intelektual, emosional, spritual, 
dan kinestetik siswa secara optimal sesuai dengan tingkat perkembangan siswa tersebut. 
Beberapa keunggulan buku matematika ini adalah sebagai berikut.
1. Materi disajikan secara sederhana, sistematis, inspiratif, dan realistis. Siswa diajak 

berpikir logis dan melihat aplikasi matematika dalam kehidupan sehari-hari.
2. Untuk mempermudah pemahaman konsep materi, buku ini dilengkapi dengan c o n t o h  

soal dan penyelesaian. Selain itu, soal-soal pelatihan disajikan dalam berbagai bentuk 
untuk meningkatkan kemampuan daya pikir, analisis, komunikasi, dan kreativitas.

3. Buku ini dilengkapi dengan math info dan teka-teki matematika.Dengan 
demikian diharapkan dapat membangkitkan rasa ingin tahu, perhatian, dan 
minat dalam mempelajari matematika.

4. Buku ini disusun dengan memenuhi kaidah-kaidah tipografi, tata letak, dan 
pewarnaan yang memenuhi standar “Human Computer Interactive”. Hal ini dimaksudkan 
untuk merangsang minat dalam membaca dan mempelajari materi.

Buku matematika ini peduli dengan proses pendidikan yang dapat diterima dengan baik oleh 
semua kelompok siswa; kelompok normal (novice), kelompok sedang (intermediate), dan 
kelompok tinggi (advance). Buku ini berusaha menjadi sarana penunjang yang baik demi 
kemajuan pendidikan Indonesia.
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